De differentiaal operator van lie by Schouten, J.A.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e 80ERHAAVESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
zw 1949-010 
De differentiaaloperator van Lie 
"Elem.entaire onderwerpen van hoger standpunt belicht 11 




Amsterdam-{). Rapport z.w-~, 1949-010 9 Novomber 1949 
Voor4raobt door Prof .Dr J ,.A. Schouten 
in de serie ~~ementairo onderworpon VMJ. bogor 
standpunt. uitJ 
11:pe differontiaa.loFerator vrui ti-1..£" 
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Coordinat~n in Xn.: !, ; k = 'i-- .. Jn. Ti'an.s.formatie van oen coordinatenstolr r J 
{K) in e0n andor ooordinatE:Jnstelsol (K1) 
1) £._, "' k is• "'•f I(' Tl w• 
-~ "'Jct) i Ak:: OK~ ,j.-;--'et<,Al() :t 0 
Functies analytisch in bet hoa;cbou~de gobiod. 
!_nigo groothodon Scalar b : invariant 
. r k ~· A~· K Co.ntrav. vector u. : lA. ~ ic u 
) 
oov. vector Wi\ : wti. -: A • w ~ 
• · p">- I<••• -'ic• II' f le.+ 
affinor , bl.JV. . . r : r: .. f' ~ A,. A~ Ar' P .. r 
Groothedon gegeven als funotios dor J, beten veldon. 
h!_.nttransfo:rmaties in xfl. • Laat een gobied R ve.n X,,, door do omkoE:1;rbr1 
punttransformatie 
2) 1 k :; f 11(!/'> ; ,Dtt { "?J;,:r(J * o 
. ' II: Iii 
ovorgaan in eon gebiod Ji. • Zowel 1 ale 71 Z'ijn ooordinaten t.o.v. 
hot ooordinate.nstelsel (K) • Introducoor nu. in R 1 een niouw -ooordi.u 
I I( 
stelsel (k:') zodat. do ~I( numeriek golijk worden a.an de J van hot 
beoldpunt in R: 
3) 
Is da.n 
4) J t( : f~( r,ltJ 
de omkering van (2) dan is 
11.' C""ic• I( A 
J 
e.ls I( en k. 1 ·eorrespo.r. 
in het andero g0val 
5) '? -= 0 'I: tf ( 1 ) 
voor iedere keuzo v:..n ryi( •• Dus is do transf'ormatio <~>~(tc"'J gegoven door 
6) · J/· ~ t: 'f t1. ( J~) 
· De overgang(t<} • (K 1) hoet bet EJ..£f_s]..cpon van pct coorg_;_.n~~ens3.st_££_m (k:) 
. door di:JJ:ll.lttransformatie (2). Populairo voorstollingi Vul _Xn mot 
go.latine on teken i.n do gelatine con fijn ooordinnto.noetwerk van on 
Transform~e,r dan do X,. mot gt.latino on al, dan gaat bet notwork oyc: 
in hot network van (K'). 
Pi(;\ . ¥.9P.e__lc;e.,op .va.9 eo~, ield. Le.at nu ocn veld bijv. 1. .•. • ti gog~~,on zijn ix: . 
'R. on oonst.~u.oer. in R' coti ander vold, ·wollm konta.llcn f\ . .,.... ton or ... 
. . •.·. · ... '· . . . . . . . k,\ 
zichto van ~ \:iwnox-iek gcJ.:qk zijn -aan de { .. f in het booldpunt. 
.. 2 -
in R .. D!'.n zogt mon dat f ontstf:.Bt uit f door het !!o.oplo;Ron v~ 
hot veld f door do punttra.nsf'orma..!1£ (2). Popule.ire voorstollinga 
t0kun de groothaid ill ocn gl"oot anntal pw:iten van R op in!illitosimalc.. 
schaal in hot netwerk van(k}in do golP.tine (biJv. els pijltje ale do 
grootbeid een oontrava.rir..nte vootor). Trnnaformotr de Xn mot de gol. 
tine, dn.n ontataRt hat mcugosleopto vold. 
Stol da.t 'R en R' eon gobicd gomeon bobben. Dan kan men f en P met 
/<IJt ~ l 
elk&.r vorgelijke.n. Is dan F .. t4:: r .. ,,. (nil natuurlijk botrokk$n op 
hctzolfde ooordi.ne.tenatelaol) dan zegt men dat .bet vold f iJ;lvariri.qJ 
is t.o.v. de punttransformatie (2). 
I """'. it "'--1 t v":: llr."( fA1 ~lll. . oa.&..U.te:!, e pu..n tranaformctioa. Besobouw vootorvold 1 ;; 1 
de differentie.alvorgolijking 
7) ,J...,."'-: \ A) di! ~ 'I 
WA.tr..i.rin t eon ona.fhP.nkolijke pnrnmoter is on do r/ wordon bosobouwd r.:.. 
El( . " E" funotiea dor > • La.ten de bcgir.lvoorvrer-.rde>n zijn l'/ -; ;.i voor t-= o • r 
oploasing bectt de vorm 
l J:'< It fl 
8) "? :: .;> + 'f Cc-~ ) ~ + · · . · • _ 
en dit stolt bij vern.ndorlijko J oe.n punttre..nsfornm:tie van "At'! voor, .:: . -
van een pe.rametor-afhangt. Is t de tijd dan aohuivon do p~ntcn vo.n~, 
la.ngs do _§ltroomlijnen van hot vold vi< , da.t zijn de krommcn die ovc1 · 
do riohting van do pla.atsolijke veotor v"' h€lbben. De omkeri.ng VF'.n (8,i 
hoeft do vorm 





nu (k) moogoalocpt dan goef't (6) 
I<' 1t• Si. I(' I\ ~ ::S~J _fktrt+ .... 
. f ~ f"ll f I<' k 
cl : 0 1..•;;, + If t + . , .. 
~' rJ..' k I( . A,. • o 1c C Al! _ t -;>>- tr 4- •••• ) 
k ~1 ~ ~ Ak.::. o •• (A~ +t.c,.V'+ .... ) 
de tranaformatie (k) • (k 1 ). 
(8) on (9) stellen oon eenledige (d.w:.z. van eo.t1 pr..:re.motor e.fbangond,' 
trMsforma.tiegroep voor. Ver-.me.rloost mon 1n (10) ello hogoro mcoht~ 
van t, en aobrijft men di in plaata van t. dan kl'ijgt men ~t Lio noE.i::tt 
da tt1fini ~SfJ:iJJ!ale transfonu.atie die de oonlodigo groep ypQFjb~$)B.Sl 
( ermeugtJ t ' · 
12) j~ t,• + 4'1\f'> dt 
De.a:rbij behoort de ooordine.tontra.nefonna1iie1 lk) ~ <1<1J ~ i<.' I< '<' .1o1 A' r-~• A.~ '- v 
13) . J,t S ~J".- o ~ V' d.t ; A~ :: o ~ { ~f4 o).v:i) 
i::,&.,.,,j;+vdt_ ;A ... ,= o.,..(~~-d"v(A-t) 
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fordt ecn ooordi.Dat8lletelsel of eon vold door de infiniteaimale tra.ns-
forme.tie (12) meegealeept, dan~zegt men dat bet over v•dt !,2~t gee-
5oslee;et •. Neem b•!• bet veld P.~. Dan zijn de kentallen van bet mee ..... 
' ~ It . 
ges~e"opte vold 1n J, : v dt. ton opziohto .. van (k~ numeriok gelijk e.an 
de •A tor plaa.tse J . Do kEJnta.llen aldaar t.o.v. <J<) zijn dus blij~OJ. .. 
(13) 
14) 
-::: p~ )I - p ~ I' <>" v'ctt + f'~ >- ~ .. trl(dt 
en de kentelle.n ter plaatse J"<. vinden we door van dome woo.rde !log 
,.,,.,.,.;,,_,. P,\dtaf te "'trek.ken. Voor de veldwaa:rde in J.,_ t •. o.v. 00 , die met 
de veldwae.rde P. A a.ldaar vergelijkbaa.r is, volgt da.n 
15) pk JJ, ~ pk I k. p (I""' k ~ • l - V CJI"- • ~ Qt; - p. ! V >, tJ ~i + p. A QO' "I' dt. II( 
Het verschil van de o~o en do nieuwo veldwaardo tar plantae J, beet 
Q.O differcntiaal van Lie t.o. v. tr"clt on de uitdru.kltillg 
6) Tl pk . f'I- \ p I( pk ':\ f t-. f" le. 1 · ,t1 • A :::: U fl p- . • " + . f fJ l ti - f" , ~ dG" lr 
de fil'gel~,;i.de van Lie van hat veld P.~ _:t 1o, v. het veld V'~ • (Voor meer 
indices net zo, voor elke boven (ondar) index komt er een term mat eo1 
negatief (positief) taken. Ia er een Sl!!D:etrisobe 11.neaire ovorbreng:r 
de..n mag men in (16) ~r ;orvnnge.n door ti',u • Voriningen vnn dit eoort 1r1 .... ·: 
bij Lie, explioiete opatelli.Qg voor bijzondero goYallen, Weitzenb~ok, 
_Inv~ia.nt~ntbeorie 1923, 375, Lepage 1929, algemeen Slebodzinaki .1931. 
Boide onafba.nkelijk van Lie. Naf.'.m voorgesteld door van Dan.t.zig 1932. 
Toegepast op deformatieproblomen door S6bouten-v.Itampen 1933. Sindadi::.r. 
vecl gebruikt voor deforma.tieproblemen vJoral door Engolso auteurs. 
Dozes covaria.nte differontialen 1 
-
~t in do )( eon lineo.ire overbr0n-
" I( ging gegeven zijn met poro.motersrf~ 
(bijv. met Riemam:iaaherui.mte l{ mot 
fwidnmontanltensor jH : ~: :,:I;"( 
Zij cp oen veld ( indices ondordrukt) 
Dan zijn or in J/ + t11cJt in bet algo•• 
moen (niet e.ltijd) dric voldwao.rdol.l~ 
do geV:IQI.Mt ~ veldwo.ardo </> + cl. <p ~ 
do ps-eudop.voracb.voidw. ,:P+ l 4, 
++J+~ de meogesloepte voldw. 
Do vorsobillon zijn1 
do oovariante differentieal d ct 
de Lit d,ifforentiaol ~ 4, di ·· · 
da aob13Bb![! dl.tterent1~~4>dt ••.··• 
e:r teP£,OJOW Vall~ !)o aaAo~ti.,, in j~r.~~~: 
>• ' ' ;;'.•·,\••• • ·•·•· ','It~, ::r'W 
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(bijv. ala+ do kromm:tng of do toreio van· eon over v'ai vorplao.tste 
kromme is). Dan ontataan or no~ drieOD'f'IJ"iat:rto ditferentialon. 
de ne.tuurliJke variatio dt ,D <f, :i d + .. cA + 
de absolute va.riatio dt D 4> :i J + .:l q, 
de googot!Johe ve.riatio d\ ~ +. l ~ .. d + 
De absolute ve.ria.t1c ia do bolangrijk.ste. Sleep bat geva.rieorde 
lk " ~ 
veld in~+ t.t cit torug near J • De.n ie do veldwasrde aldaar 
cf>+ i + -1 • = q., + B cl, cit. D tJ, goett dua prooioe de r.vlood der d· .-
• Ill formatia. Voor de diff'erentia.alquotionton ;n cl, JD ff>, cf> goldt 
cp met ruet gelaton 
17) 
Voorbeo¥_1 In een ~ word t de punttransforma.tie J ~ J:, ~ 1.r \H, 
uitgevoerd. Hoe verandert het lijnclement? Sleop (k) mee d~.n is 
a ij Q 
. ll dj:iro en la...'1.t ~ .\" met rus1i, dru:i is n, -= n 2>-k 
1 a) n" n"' " " i ~ " •"' .. . 
ch ::. ( j .u/\~ JJ;} =- t Ji d.J JJ, ·J2 ~ i'~ 
I -~iildfk( f. l' I 
;; !. is Q~ ~ ) U,:J~ + Jrll v).-v + JA, "• 1t ) 
-:: Vo "'111 d! . d! Js• J;s -;c;-, 
l)us is de m.aatinvariant als 
19) JI (vergelijking en ti:1naor ve.n Killi: .. 
7<. i\k. = 90 V ti) :: o 
LQ.9rboeld ~, Deformatie van aen kromme in IJ; • Sleep bet ootsrdin'. -
tenstelsel (k) mee en sleep ook de ma.at lop do krommo moe. Slee~ 
later de kromme met 5 en hot veld jJv. teru.g over ~ dt 
) a. ~ 0. ~ ~ I J~ 20 clt.]J d5 :: dtjl1d$ ;a dt {v(.t'v•) dJ .4.e.: 
•~ { d~ 
: Jt. .r J~I< ~tr!(, :. dt {J ~.,_ 11.._),. s, ~ dt (j; v-k)p '•. -
S. f r •k 
tt - dt. {, vi( ;r;- J-, <is . " 
V: o in de oindpu.nte.n verder \7illokeurig. -fs J_,-= o is de 
ecrste voorwaa.rdo voor eon goodotieche lijn 
"' 
.D d,s :. jlC cri,k = - tr"' s-J; + t( v,dj> 
I " ., ia nul voor een geodetisohe lijn i.t:ldien overal V' i.ij . 
Menk.an verder gs.an en vragen naar de variatie van do 1o p~;, 
2e kromming, ent5. Dit goboo.rt met b.ebulp Var.t de oper~!~ .'~Ir~.-•,-~'.~ 
die de regal ,q-an Leibo.!Z volgt bij toepsssing op Pl;94~oton ~n "Rf!'" r: 
ve.n bet roa~lta.a.t voor de drie gevallen vold in rust, veld ~oogc-
. s1eept en veld psoudopa:ralel "'.verple.etet ka.n worden ui tgerekend.. , · 










14 I _.,uA •' K U 
de kromtoaffinor dcr )(.," on M t ;/:; 'J Sf,.,.uA de g__opiJ-ddolde Jcro111:.tov1to1~ 
dor v'm is. 'Vhl is een mi.tiimaal-flln,i als _11 ". o • Is do..n r>Jl(.l.. 1.JWI dan is 
, de ve,riatio van iedor v-olumeolemont nul. Is ,v" ni.ot .J... Vrvimaar = 0 
op do r2.nd van een gebied T~ dan is 
33) dt 1?_} di-,., ""_ dt-{,., t'1 ½ d l.,., r dd (7). CJ ~iy.K) d ,,,_, 
t 1,-i r>-Jt L 
De tweedo integraal vordwij nt ingcvolgc Stokes on do oersto intc · 










Hicruit volgt als n.e. v .. voorwaarde voor eon tra..nsformstie die iedc ·· 
geodotische Vn. {8~;· : 0 ) goodctisch laat, 
40) <i"" f I'( T 
-2>..,M- :BJ Lr ,v; o/' = a 
ir If 
voor iodore keuzc van .:Bl en {! 'Yi • Dit is alleon mogolijk ind ion 
41)' 
- ~~ a 0-.) Vil(~) - ~ \(A~)+~ 9/)'VK} -4:.' ?k{X~) 
we.2-r ~ eon willekeurige vector is. Voor ecn r..,,. ( eulclidischo V;, ) 
gaat ovcral VA in l) over on ontstaat de difforontiaalvol'golijkir.iC 
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